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Einfliihrung in die Integralrechnung
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1. Das Problem der Flachenberechnung

1.1 Problemstellung
Gesucht ist der Inhalt einer krummlinig begrenzten Flache, zum Beispiel der Flacheninhalt eines
Teichs. Gegeben ist eine Zeichnung des Teichs in einem bekannten Mal3stab, hier 1 : 100 000.

Zur Abschatzung des Flacheninhalts wird der See in bekannte berechenbare Flachenstiicke aufgeteilt,
so dass ein moglichst geringer Fehler entsteht. Zur Aufteilung eignen sich Dreiecke, Trapeze oder
Rechtecke. Wie wahlen hier Dreiecke.

77 see_flache.ggb

Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe

} Algebra [ [ » Grafik
Dreieck -
Dreieck1 =19.62
Dreieck? = 26.56
Dreieck3 =10.182 10
Dreieck4 = 2.96
Dreieckb = 3.26
Dreieck6 = 3.37
Dreieck? = 6.66
unkt
A={0.41,0.4)
B=(17.6,0.1}
C={1.78,5.04)
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K= (4.8, 1.26)
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0=(11.01,042)
P = (7.55, 2.28)
trecke
c=832 = 3
c,= 5.28

d=10.46
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i=4.43
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k=093 ! Flache des Sees 72.68 km?
1=7.82

I, =288 -

1,=3.93

m—T AR

R 2 1 X207

Dreieck3=1018

Dreieck2 = 26.56

Dreieckl = 19.68

w

Mit Hilfe des MafRstabs kann man direkt die Summe der Flacheninhalte der Dreiecke bestimmen und
so die Flache des Sees abschatzen.
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1.2 Abschatzung einer Flache mit Vielecken

Zeichen die Schaubilder der Funktionen f(x) = %XZ und f(x) = 1—10)(3 + 3x

Datsi Bearbeten Ansich Einstellingen Werkzeuge Fenster Hilfe

Funigon

ew=ta

o M) =— (1) 243x

Schéatze den Inhalt der beiden Flachen zwischen den Kurven ab.

15.04

2828

In die Flachen wurden Vielecke moglichst genau eingepasst. Die Flacheninhalte dieser Vielecke lasen
sich von Hand nur Umstandlich berechnen. Daher hat man historisch Flachen verwendet, deren
Inhalt sich bequemer berechnen lasst.
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1.3 Abschatzung einer Flache mit einfachen Flachen
Bei der Entwicklung eines allgemeinen Verfahrens teilen wir den See so in Teilflichen auf, dass diese

nur an einer Seite krummlinig begrenzt ist. Auerdem soll die ,,krummlinige” Grenze das Schaubild
einer bekannten Funktion y = f(x) sein.

11

Trapeze eignen sich gut dazu, eine solche Flache abzuschatzen. Dazu teilt man das Intervall [1,6] in n

gleiche Teile der Breite Ax = 6;711 ein (allgemein beim Intervall [a,b], Ax = bn;a).

w

"

o 1 2 2 4 s v ¢ [ 1 2 3 4 5 7 € [ 1 3 4 7 €

Anzahl der Trapeze 2, Grundseite 2.5

a Anzahl der Trapeze 4, Grundseite 1.25 . Anzahl der Trapeze 10, Grundseite 0.5
,1 .
Trapezsumme: 28.7188 Trapezsumme: 26 9609 Trapezsumme: 26 4638
2 2 -2
n=2 n=4 n=10
a ® _ .

Der Flacheninhalt eines Trapezes mit der Grundseite Ax = x, — x; ist

A=Ax- (W) Die Flachen aller Trapeze werden summiert. Mit Hilfe von Trapezen lasst sich

zwar die gesuchte Flache gut annahern, die Berechnung von Hand ist aber auch noch sehr aufwandig.
Einfacher ist die Berechnung von Rechtecken.
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Wie bei dem Verfahren mit den Trapezen teilt man das Intervall [1,6] in n gleiche Teile der Breite

6-1 . . L N
Ax = —— ein. Die Stellen an denen geteilt wird, nennt man Xg, X1, X, usw. Nun kann man die Flache

unter der Kurve auf zwei Arten abschatzen. Man wahlt entweder die Rechtecke so, dass alle
Rechtecke unterhalb der Kurve liegen oder dass alle Rechtecke oberhalb der Kurve liegen. Die Flache

eines Rechtecks ist dann Ax; - f(x;).

-2 -1 3} 1 2 3 4 5 8 7 8 2

-1

0

1

3

El

Untersumme aus Rechteckstreifen unterhalb der Obersumme aus Rechteckstreifen oberhalb der

Kurve y=f(x).
Untere Abschatzung der gesuchten Flache.

Kurve y=f(x).
Obere Abschatzung der gesuchten Flache.
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1.4 Fliche unter Kurve y = f(x) = x*

Gesucht ist der Inhalt der Flache, die begrenzt

16 wird von der x-Achse, der Geraden x = 2 und der

Kurve mit der Gleichung f(x) = x2.

35

25

05

-0.5

as 45

35

25

05

-0.5

Das Intervall [0,2] wird in zwei Teile der Breite 1 eingeteilt.
Untersumme U, =1 U,=1ef(1)=1e1%2=1
Obersumme 0, =5 O,=1ef(1)+1ef(2)=1012+122=1+4=5

Die gesuchte Fliche liegt zwischen 1 cm? und 5 cm?.
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o E o
' 1 1 1 1 1 1 1
Uy =5f(0,5) +5 (1) +5f(1,5) 0, =5f(05) +5f(1)+5f(15) +5/(2)
2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1
— (052412 4182 — — (B2 41241824 _92 _
Uy =305 +-1*+515" =175 0y =505% +-17 + 2152 +-22 =375

Die gesuchte Flache liegt zwischen 1,75 cm? und 3,75 cm?.

n=7
(2
45

Anzahl der Streifen 7

Obersumme = 3.26531 cm?

35

Untersumme = 2.12245 cm?

Differenz = 1.14286

25

05

-0.5 of 05 1 15 2 2.5 3 35 4 4.5 3 5.5 a8 6.5 7 7.8 g8

-0.5
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1.5 Arbeitsblatt

Gesucht ist der Inhalt der Flache, die von der x-Achse, der Geraden x = 2 und der Kurve mit der

Gleichung y = x? begrenzt

A
y

wir.

o

(@)

(O}

N

N

1
>

-0,25/0f 10,25/ 0

510,75

1 11,25/15 1,75

2,25

2‘,5

‘ M§theq rafix‘.de

Man wahlt zur Anndherung (Approximation) Rechtecke, zundchst mit der Breite Ax = 1 und berechnet die Untersumme U,
und die Obersumme O,,. Das Intervall [ 0 ; 2 ] wird dabei in n = 2 Teile zerlegt. Nun verbessert man die Werte durch eine
fortgesetzte Intervallzerlegung indem man eine Teilung in n = 4, 8, 16 Teile vornimmt und jeweils U, und O, berechnet.
Zeichnen Sie die Rechtecke oben im Schaubild ein und berechnen Sie auf der Riickseite dieses Blattes die Rechtecksummen

U, und O, sowie U, und O, und jeweils deren Differenz von Hand. Tragen Sie die Ergebnisse in die Tabelle ein. Berechnen

Sie weitere Werte mit GeoGebra, tragen Sie die Ergebnisse in die Tabelle ein und beschreiben Sie Ihre Beobachtungen fir
U,, O, und O, - U, bei immer feinerer Teilung des Intervalls

Anzahl der Teile n Untersumme U, Obersumme O, Differenz O, — U,
2 1 5 4

4 1,75 3,75 2

8 2,1875 3,1875 1

16 2,4219 2,9219 0,5

32 2,5430 2,7930 0,25

128 2,6355 2,6980 0,0625

512 2,6589 2,6745 0,0156

1024 2,6628 2,6706 0,0078
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Beobachtung:

Bei feiner werdender Einteilung des Intervalls in gleiche Teile und damit immer gréRer werdender
Zahl der Rechtecken nahern sich die Untersummen von unten und die Obersummen von oben immer
naher der gesuchten Flache an. Die Abweichung vom gesuchten Flacheninhalt, ausgedrickt durch die
Differenz O, — U,, wird immer kleiner, sie geht gegen Null.

Vermutung: Die Obersummen O, und die Untersummen U, ndahern sich dem gemeinsamen

Grenzwert 2,6666... = g an.

1.6 Zusammenfassung
Berechnung des Inhalts der Flache, die von der Kurve y = f(x) mit f(x) 2 0 und den Geraden
x =aund x = b (a<b) und der x-Achse begrenzt wird.

. . . . . b—
e Unterteile das Intervall [a,b] in n gleiche Teile der Breite Ax = Ta

Die Teilungspunkte werden mit xo, X1, X5, .... bezeichnet.
e Berechne die Zerlegungssumme

Sa=Ax"f(xg) + Ax - f(xy) +Ax - f(xz) + -+ ...
e Ermittle den Grenzwert von S, fir n — oo,
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